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1 はじめに
非決定性有限オートマトン (NDFA) は形式言語

理論の根幹を成し、符号理論においても重要な役
割を果たしている [1, 3]。また、コンパイラなどの応
用において重要な役割を果たしている [4]。従って、
NDFAの性質を調べ理解することが重要である。
本報告では、 NDFA の状態数を最小化する問題に

ついて考察し、最小化アルゴリズムを提案する。決
定性有限オートマトン (DFA) は等価な状態を併合す
ることによって唯一つの既約な DFA を作ることが
でき、さらに既約な DFA は同じ入力列を受理する
DFA の集合の中で最小の状態数を持つことが知られ
ている。ところが NDFA の場合は、一般に既約なも
のが状態数最小であるとは限らず、NDFAを最小化
する効率的なアルゴリズムは知られていない。

NDFA は状態数が有限であるから、その状態数
以下の全ての NDFA を探索すれば必ず状態数最小
のものを見つけることが出来る。しかしこの方法
は実際的ではない。最初にしらみつぶし的でない
アルゴリズムが提案されたのは、Kameda, Weiner に
よってである [2]。このアルゴリズムでは与えられ
た NDFA が受理する入力列を逆順にしたものを受
理する DFA と、与えられた NDFA と等価な DFA の
二つの DFA を使って NDFA を正規化した Reduced
Automaton Matrix を作る。この Matrix から NDFA を
生成するのであるが、生成された NDFA の中には与
えられた NDFA と等価でない場合がある。従って最
小状態数の NDFA を探索する際、等価でない NDFA
が生成された場合は別の NDFA を生成しなければな
らない。どのような場合に与えられた NDFA と等価
でなくなるかは不明である。
本報告では、与えられた NDFAと同一の受理集合

を持つ NDFA のみを探索するアルゴリズムを提案す
る。さらに状態数最小の NDFA の個数についても考
察する。以下、 2 章では基本的な諸定義を行う。 3章
では非決定性オートマトンを最小化する際に使う標
準オートマトンについて述べる。 4 章で最小化アル
ゴリズムを提案し、 5章で考察を行う。

2 準備
定義 1 (非決定性有限オートマトン) アルファベット
� 上の非決定性有限オートマトン A を四つ組 A =
(S; �; S0; F ) で表す。ただし、

� S : 状態の有限集合
� � : 状態遷移関数 � : S � �! 2S

� S0 : 初期状態の集合 S0 � S

� F : 受理状態の集合 F � S

遷移関数 � の定義域を 2S �� に拡張する。すなわ
ちR � S, x 2 � に対して

�(R;x) =
[
s2R

�(s; x)

と定義する。さらに、定義域を 2S ��� に拡張する。
すなわち � = x1x2 � � �xn に対し、

�(R; �) = �(�(. . . �(�(R; x1); x2); . . . ; xn�1); xn)

と定義する。
オートマトン A の受理入力列の集合を bh(A) =

f� 2 ��j�(S0; �) \ F 6= �g と定義する。また、状態 s
からの受理入力列を bh(A; s) = f� 2 ��j�(s; �) \ F 6=
�g と定義する。混乱の恐れがない限り、 bh(A; s) を
bh(s) と略記する。

定義 2 (等価性) bh(A) = bh(A0) が成り立つとき、そ
のときに限りオートマトン A とA0 は等価であると
する。また、オートマトン A の状態 s; s0 について、
bh(s) = bh(s0) が成り立つとき、そのときに限り状態
s と s0 は等価であるとする。

入 力 列 � = x1x2 � � �xn を 逆順 に した 列を � =
xn � � �x2x1 とする。この逆入力列を受理する逆オー
トマトンを定義する。

定義 3 (逆オートマトン) A の逆オートマトンを A =
(S; �; F; S0) と定義する。ただし 8� 2 ��; 8si; sj 2 S

に対して si 2 �(sj ; �), sj 2 �(si; �)。

非決定性オートマトンは次の subset construction
によって、等価な決定性オートマトンに変換でき
る。

定義 4 (subset construction) 非決定性オート マト
ン A = (S; �;S0; F ) に対応する決定性オートマトン
を D(A) = (P; �P ; P0; FP ) と定義する。ただし、

� P = f�(S0; �)j� 2 ��g = fp1; p2; . . . pmg

� �P (pi; x) = f�(pi; x)g

� P0 = fS0g

� FP = fp 2 P jp \ F 6= �g

D(A) は等価な状態を持たないとする。すなわち
任意の異なる状態 p; p0 2 P に対し、 bh(p) 6= bh(p0).

3 標準非決定性オートマトン
決定性オートマトンの場合は、等価な状態の併合

だけで最小状態数の等価なオートマトンに変換でき
る。ところが非決定性オートマトンの場合は、ある
状態からの受理列の集合が他の 2 つの状態からの受
理列の集合の和になる事がある。この場合は、その
状態を分割し、それぞれに受理列が等しい状態を併
合する事によって状態数が減る。
このような分割を行う必要がない、いわば「分割

し尽くした」オートマトンがあれば、状態数の最小
化を行う際便利であると思われる。そこで「分割し
尽くした」オートマトンとして、標準非決定性オー
トマトンを定義する。
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定義 5 (標準非決定性有限オートマトン) 任意の異な
る二状態 s; s0 2 S に対して bh(s) \ bh(s0) = � が成
り立ち、状態数が最小の非決定性有限オートマトン
A = (S; �;S0; F )を、標準非決定性有限オートマトン
(Normal Nondeterministic Finite Automaton) と定義す
る。

標準オートマトンの状態を分割した場合、その状
態からの受理列の集合はほかの状態からの受理集合
と互いに素であるから、分割せずに併合操作を行っ
た場合より分割を行ってから併合を行う場合の方が
状態数が減るということは有り得ない。

定理 1 非決定性有限オートマトン A = (S; �;S0; F ) に
対して、Aを subset construction により DFA 化し、
状態数を最小化した決定性オートマトン B = D(A)
の逆オートマトン C = B は、 A に等価な標準非決定
性有限オートマトンである。
逆に、標準オートマトンの逆オートマトンは、状

態数が最小の決定性オートマトンである。

証明: bh(s) \ bh(s0) 6= � であるような C の状態 s; s0

が存在したとする。 � 2 bh(s) \ bh(s0) と置く。
� を C の逆オートマトンに入力すると s; s0 に対応

する状態に到達する。ところが、 C = B = B であり、
B は決定性オートマトンなので � を入力したとき異
なる二つの状態に到達することはないので矛盾。故
に C は標準オートマトンである。
逆は、明らかである。 証明終
たとえば次のような NDFA A を考える。

A 0 1

! 1 1 2
2 1 3
3 2 3

このとき逆オートマトン A および DFA 化した
オートマトンは次のようになる。

A 0 1

! 1 1; 2 �
2 3 1
3 � 2; 3

D(A) 0 1

! 1 12 �

12 123 1

123 123 123

したがって標準非決定性オートマトン C は次のよ
うになる。

C 0 1

! 1 � 12
! 12 1 �
! 123 12; 123 123

標準 NDFAの状態を適当に併合することにより、
標準オートマトンに等価な状態数が最小の NDFA を
構成する事が出来る。以下、標準 NDFA から状態数
最小の NDFA を構成する方法について考察する。
標準 NDFA を N = (SN ; �N ; N0; FN), (ただし SN =

fn1; n2; . . . ; npg) とする。これに等価な NDFA は一般
にA = (S; �;S0; F ), S = fs1; s2; . . . ; smg と表すことが
出来る。ただし、

� S � 2SN すなわち、 si 2 S は SN の部分集合。

� �(si; x) = Map(
[
ni2si

�N(ni; x))

= Map(�N(si; x))

� S0 = Map(N0)

� F = fsijsi \ FN 6= �g

ここで Map(RN ) (RN � SN ) は、 [Map(RN ) = RN
を満たすような、 S の部分集合である。つまり、関
数 Map : 2SN ! 2S が存在するような S を決める必要
がある。なお、Map(RN ) = fsijsi � RNg とすれば、
常に [Map(RN) � RN となる。故に任意の S におい
て、 A の受理集合 bh(A) は N の受理集合 bh(N ) に
含まれるように出来る。

4 最小化アルゴリズム
標 準 NDFA N = (SN ; �N ; N0; FN) か ら、 こ の

NDFA と 等 価 で、 状 態 数 が 最 小 の NDFA A =
(S; �;S0; F ) を構成する方法について考える。
任意の SN の部分集合の集合 S � 2SN のうち、

Map が存在するもので、状態数が最小のものを見つ
ければ良い。

定理 2 標準 NDFA N = (SN ; �N ; N0; FN ) から生成さ
れた等価な NDFA A = (S; �;S0; F ) の任意の状態遷移
sj 2 �(si; x) に対し、次の条件が成立する。[

nj2sj

�N (nj; x) � si

証明: この条件が成立しない遷移 sj 2 �(si; x) が存在
したとする。すると

ni 2
[

nj2sj

�N (nj; x)nsi

となる ni 2 SN が存在する。 ni は標準 NDFA の状
態であるから、 ni 62 si より bh(ni) \ bh(si) = �。と
ころが、 �N(ni; x) � sj かつ sj 2 �(si; x) すなわち
sj � �N(si; x) であるから、

bh(�N (ni; x)) � bh(�N(si; x))

故に矛盾。 証明終
定理 2 を使うと、 S � 2SN の探索時に枝刈りする

ことが可能になる。すなわち S の要素を一つづつ見
つけていく過程で、この定理の条件を満たさない物
を除去することが出来る。
たとえば、標準オートマトンN = (SN ; �N ; N0; FN ),

SN = f0; 1; 2;3; 4; 5g が次のように与えられたとす
る。

N 0 1

0 � �
1 0 4
! 2 1;2; 3; 5 2; 3
3 � 0; 5
! 4 � 1
! 5 4 �

最初、 S = � とする。N0 = f2; 4;5g, S0 = Map(N0)
であるから、 S0 の候補として次の 5 通りが考えられ
る。

1. ff2; 4; 5gg

2. ff2; 4g; f5gg

3. ff2; 5g; f4gg

4. ff4; 5g; f2gg

5. ff2g; f4g; f5gg

1 番目の候補を選ぶと、 S0 = fs1g (s1 = f2; 4; 5g)
となる。この s1 を S に追加する。従って S = fs1g。
次 に s1 か ら の 遷 移 に つ い て 考 え る。 ま ず、

�(s1; 0) について、

�(s1; 0) = Map(�N(s1; 0))
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�N(s1; 0) = f1; 2; 3; 4; 5g

だ か ら、 9R � S;[R = f1; 2; 3;4; 5g が 成 り 立 つ
よ う に S に 要 素 を 追 加 し な け れ ば な ら な い。
f1;2; 3; 4; 5gns1 = f1; 3g であるから、 S に追加する
集合は、 1; 3 の両方を含む集合一つか、 1 を含む集
合と 2 を含む集合一つづつになる。この時これらの
集合は 0 を含む事はない。なぜなら、 0 を含むと仮
定すると、定理 2 より s1 � �N (0; 0) = f1g となり、矛
盾。

定義 6 (Cover) S � 2SN , RN1; RN2 � SN が与えられ
たとき、次の条件を全て満たす集合 R 全てからなる
集合を Cover(S;RN1; RN2) と定義する。

� RN1 � [R � SNnRN2

� 8s 2 R;RN1 6� [(Rnfsg)

� 8s 2 R; 8s0 2 S; s0 6� s

ただし、RN1 = � の場合は Cover(S; �;RN2) = f�g と
する。

つまり、 Cover(S;RN1; RN2) は、 RN2 を含まずに
RN1 を覆い尽すために必要な S に追加すべき状態の
集合を列挙したものである。この記法を用いると、
�(s1;0) について考えたとき S に追加すべき状態の集
合は、R 2 Cover(S;f1; 3g; f0; 4; 5g) と書ける。

�(s1;1) についても同様にして、 S に追加する状
態の集合は、 Cover(S;f1; 2; 3g; f0; 4; 5g) の中から選べ
ば良い。

fs2g 2 Cover(S;f1; 3g; f0g);

fs2g 2 Cover(S;f1; 2; 3g; f0; 4;5g)

(ただし s2 = f1; 2;3g) を選ぶと、 �(s1; 0) = fs1; s2g,
�(s1;1) = fs2g となる。従って S = fs1; s2g とする。

s2 からの遷移を考えると、次に S に追加する状
態の集合は、 Cover(S;f0; 5g; f4g), Cover(S;f0; 3g; f1g)
の中から選べば良い。 fs3g (ただし s3 = f0; 2; 3; 5g)を
選ぶことが出来て、 S = fs1; s2; s3g となる。

�(s3;0) = fs1; s2g, �(s3; 1) = fs3g であるから、 Sに
これ以上状態を追加する必要は無い。
同様にして、ほかの選択枝を探索すると、状態数

3 未満の解が無いことがわかる。したがって、次の
状態数最小の非決定性オートマトンを得ることが出
来る。

0 1
! s1 s1; s2 s2
s2 s2; s3 s1; s3
s3 s1; s2 s3

最小化アルゴリズムをまとめると次のようにな
る。

procedure Minimize(N = (SN ; �N ; N0; FN ))
m 1
Smin  Unde�ned
for all R 2 Cover(�;N0; SNnN0)

Search(R;R)
return Smin

end

ただし、 Search(S;T ) は、探索中のオートマトン
の状態集合が S であり、 T � S に含まれる状態から
の状態遷移がまだ探索されていない時、残りの状態
遷移について探索を行う。

Procedure Search(S;T )
if T = � then begin

if jSj < m then begin
Smin  S
m jSj

end
return

end
s 2 T
T  Tnfsg
for all x 2 � begin

RN  
[
ni2s

�N (ni; x)

RN2  SNnRN

R0  fsi 2 Sjsi � RNg
RN1  RNn [R

0

for all R 2 Cover(S;RN1; RN2)
Search(S [ R, T [R)

end
end

5 状態数最小の NDFA の個数
定義 7 (Reduced Automaton Matrix) 標 準 NDFA
N = (SN ; �N ; N0; FN)
(SN = fn1; n2; . . . ; nqg) が与えられたとき、N から
Subset Construction によって構成した DFA を M =
D(N ) = (SM ; �M ;M0; FM ) (SM = fm1;m2; . . . ;mpg)
とする。この時次の p � q 行列を Reduced Automaton
Matrix[2] と呼ぶ。

(aij); aij =

�
1 (nj 2 mi の時)
0 (それ以外)

ただし、等しい列ベクトル /行ベクトルは取り除
く。

Reduced Automaton Matrix 上に grid[2] を定義す
る。

定義 8 (grid) Reduced Automaton Matrixの行 mi1 ; . . . ;mia

と列 nj1 ; . . . ; njb の全ての交点が 1 である時、 g =
fmi1 ; . . . ;mia ;nj1 ; . . . ; njbg は grid であるという。

標準 NDFA N = (SN ; �N ; N0; FN) から構成した等
価な NDFA A = (S; �;S0; F ) の状態 si 2 S について、
�(si; x) = Map(�N (si; x)) が成り立つ。これを繰り返
し用いると、任意の入力列 � 2 �� に対して、

�(S0; �) = Map(�N(S0; �))

が成立する。 Reduced Automaton Matrix 上の全ての
1 (つまり 8nj;mi; nj 2 mi) に対して、 9s 2 Map(mi)^
nj 2 s。
また、各 s 2 S に対して s 2Map(mi) を満たす mi

の集合と、 nj 2 s を満たす nj の集合、すなわち grid
が対応する。故に Reduced Automaton Matrix 上の全
ての 1 は s 2 S に対応する grid で覆い尽くされる。
さて、ここで A が N に等価な全ての NDFA の中

で状態数が最小であるとする。A の状態数を m と
する。すると、N の Reduced Automaton Matrix は m
個の grid で覆い尽くされる。m 個の grid で覆い尽く
される Reduced Automaton Matrix のうち最大のもの
は、各行及び列の 1 を含む gridの組み合わせが全て
の場合を尽くすものである。例えば m = 3 の時は次
のようになる。

Xm =

0
BBBBB@

1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1
CCCCCA
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Reduced Automaton Matrix が Xm になる NDFA
は、入力アルファベットの個数が十分大きければ常
に構成可能である。

定義 9 (拡大 Reduced Automaton Matrix) m 個の
grid

Xgj = f i行 ji を 2 進表示したとき j 桁目が 1 ;
i列 ji を 2 進表示したとき j 桁目が 1 g

(j = 1; 2; . . . ; n)

で覆い尽くす事が出来る 2m � 1 次の正方行列 Xm

を拡大 Reduced Automaton Matrix (Expanded Reduced
Automaton Matrix) と定義する。

拡大 Reduced Automaton Matrix は、各行及び列の
1 を含む grid の組み合わせが全ての場合を尽くす
(2m � 1 通り) なので、m 個の grid で覆い尽くす事が
出来る全ての Reduced Automaton Matrix を小行列と
して含む。
例えば、 4章で最小化したオートマトンの場合、

Reduced Automaton Matrix は次のようになる。

N
0 1 2 3 4 5

M 0 0 0 1 0 1 1
1 0 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1
3 0 1 1 1 0 0
4 1 1 1 1 0 1
5 1 0 1 1 1 1

この Matrix は、X3 の行を 2,6,7,4,5,3 行の順に並
べ替え、列を 1,4,7,5,2,3 列の順に並べ替え、 1 行と
6 列を除くことによって得ることが出来る。この
時、X3 の grid Xg3 = f4; 5; 6; 7行; 4;5; 6; 7列g は、状態
数最小のオートマトン (S = fs1; s2; s3g)の状態 s2 に
対応し、Xg2 = f2; 3; 6; 7行; 2; 3; 6; 7行g は状態 s1 に、
Xg1 = f1; 3;5; 7行; 1; 3; 5; 7列g は状態 s3 に、それぞれ
対応する。
この様に、最小化したときの状態数が m になる

オートマトンのReduced Automaton Matrixは全てXm

に小行列として含まれる。逆に言うと、与えられた
オートマトンの Reduced Automaton Matrix が Xm に
含まれるどの小行列に対応するかが決まれば、最
小状態数のオートマトンは一意に決定される。こ
のことから Xm に小行列として含まれる Reduced
Automaton Matrixの個数 (対称性を除外する) は、状
態数最小のオートマトンの個数の上界になる。

6 おわりに
NDFA の状態数の最小化を行うアルゴリズムを

提案した。 Reduced Automaton Matrix を用いる方法
[2] ではどの様なときに与えられた NDFA と等価で
ない NDFA が構成されるかが不明であったが、標準
NDFA を考えることにより明確にした。すなわち、
定理 2 を満たさない遷移がある場合に等価でなくな
る。さらに従来法 [2] の探索において、定理 2 を用い
て枝刈りを行う事により、高速化する事も可能であ
る。
また 拡大 Reduced Automaton Matrix を使って、状

態数最小の NDFA の個数の上界を求める方法を提案
した。状態数最小の NDFA の個数は多くの場合 1と
予想されるが、どのような場合に 1 となるかは今後
の課題である。
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